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Resumen

Estos problemas nacen de la necesidad de poner en juego una serie de herramientas matemdticas
aplicadas a problemas de Fisica. Todos sabemos que una parte de esta materia requiere el uso hdbil
de cierto tipo de utensilios y pasadizos matemdticos, cuya prdctica da lugar a una mejor adaptacion
del alumno a aquello que debe utilizar. En unas ocasiones serdn ecuaciones diferenciales, en otras
andlisis de grdficas, polinomios de Taylor, etc... Para superar el miedo a estas herramientas, y que el
alumno pueda centrarse en el problema fisico, desarrollamos aqui una serie de problemas, para pensar
y reflexionar, pero al mismo tiempo, para calcular y comprender. Al principio de cada problema se
exponen los conocimientos minimos indispensables. Podéis enviar vuestras soluciones al Jedi Johannes,
arriba a la derecha.
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2. Relatividad Especial

Conocimientos minimos indispensables: Mecdnica Relativista, Andlisis Matemdtico (Taylor, integra-
cion), Leyes de Newton (puede que algin que otro detalle mds).

Siguiendo con la relatividad especial, nos preocupamos ahora del choque de dos particulas. Queremos
obtener desde el sistema laboratorio, las relaciones que expresan los angulos de emergencia con las energias
de las particulas. Considérese que anclamos nuestro sistema en una de las particulas, y realicese el
problema sin pasar por el sistema centro de masas. Invertir después estas relaciones, para obtener las
energias finales en funcién de los dngulos de emergencia (para ambas particulas de masas no nulas). Para
la particula que impacta en nuestro sistema de referencia laboratorio, obténgase la relacion del efecto
Compton, haciendo para ello nula la masa de dicha particula. En este problema no ha de considerarse
c=1.

Este problema es sencillo, pese a la longitud del enunciado.

Solucion.-

La primera parte de nuestro problema aparece en multitud de textos, siendo Teoria cldsica de campos
la referencia principal (aunque existen muchas otras). Nuestro enfoque es completamente paralelo al de
Landau, y sélo completaremos, con la segunda parte del problema, lo expuesto en el libro citado.

Para analizar el choque de dos particulas, desde el punto de vista relativista, situamos nuestro sistema
de referencia en una de las particulas. Esto implica que dicha particula estard en reposo respecto de ese
sistema.

Matematicamente, empleamos el formalismo cuadridimensional con la métrica de signatura +2. Los
cuadrivectores, en su forma general, son:

) mv
P= <,p>; P = ———= =mvy (1)
v


mailto:melanocitos@yahoo.es
http://www.fisimur.org

2 Relatividad Especial Problemas Teoricos

Las relaciones habituales, segiin la métrica elegida,

E2

P| =p® — == —m%?; E? = 2p? + mit (2)

En el marco de la Fisica Tedrica pueden escogerse unidades naturales, y hacer ¢ = 1. Por otra parte, para
particulas de masa nula, debe recordarse la relacién,

P:; (3)

Una vez que ya tenemos presentadas las herramientas, impongamos las condiciones fisicas a nuestro
sistema (observando que no es completamente necesario establecer un formalismo cuadridimensional y es
posible tratarlo mediante conceptos mateméticos mas sencillos). En primer lugar, como en todo choque de
particulas, partimos de la conservacién del momento. Desde el sistema de referencia laboratorio (solidario
con una de las particulas)

Pi, + P, =Py, + Py, (4)
Despejemos Py, y Py, y hallemos su cuadrado,
P%, =P} + P} +P% + 2P, Py, — 2P Py, — 2P, Py, (5)
que nos lleva a
—mict + PPy, — P, Py — PPy =0 (6)
De forma semejante, realizando exactamente el mismo procedimiento pero para Py,
—m3c® + Py, Py, — P Py, — PPy, =0 (7)

Consideremos que, en nuestro caso, el sistema laboratorio es solidario a la particula 2. Como ya hemos
dicho, esto implica que p = 0 y Ey = maoc®. Ahora debemos averiguar cuél es el valor de los productos
cruzados de los cuadrimomentos. Para poder hallarlo, debemos considerar que una vez producido el
choque, las particulas se desvian respecto de la direccién del haz incidente un angulo. Este angulo lo
llamamos 61, para la particula incidente, y 05 para la particula que estaba en reposo. Asi

E FE
P, P, = <01>P1> <c2’0> = —E1mo

E E] EEf
PhPﬁ = (Cl’p1> <Clap,1> = - 22 1 ‘I’plp/l C0891 (8)

£ E
]IDiQPfl = (Cl,p/1> <02,0> = —Eimg

Llevando estas relaciones a (6) y despejando cos 61, obtenemos,

cosfy — — (m102 + Elmg) + Eé (E1/02 + mg)

p1py
Si la particula incidente tuviera masa nula,
—Eyma + Ey (B /¢ 4+ ms) , B -
cosb = ELE =F =E(1- a2 (1 —cosb) (10)
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Y, a partir de las relaciones E' = hv = he/\, tenemos,

h
A= (1- 1-— 0 11
) 1)
Esto es,
A=A h — (cosf; — 1) (12)
1T e 1

que es la férmula que siempre se obtiene en el efecto Compton.

Obtengamos ahora el valor de cos 3 del mismo modo,

E E! E El

P Py, = (cl,p1> <C2,P/2> = i + p1ph cos b2 (13)
E! E, ELEL

PQPfQ = (C2’p/2> (’O) = — = 2

de donde, empleando (7),

cos B — — (m%c2 + E1m2) + Ej (E1/02 + m2) _ (E1/c+mac) (BS/c — mac) (14)
? P1Ph P1Ph

Cuando la masa de la particula incidente es nula, las energias en funcién de los dngulos pueden obtenerse
muy facilmente. Pero cuando esto no es asi, las operaciones suelen complicarse un poco. Antes hemos
obtenido el efecto Compton de una forma muy sencilla pasando por la obtencién de la energia de la
particula incidente. Esta expresién también era muy sencilla, gracias a que la particula carecia de masa.

Cuando ambas particulas tienen masa el caso mas sencillo de obtener es el que relaciona las energias
con el dngulo 63. De hecho, es muy fécil despejar de (14) EY en funcién de cosfy. Para ello

cos? g, = L1/ e mao)” (Bh/e mac)® [ (Er/e—mao)*\ ([ Bh/e—mac (15)
(B~ ) (5~ mae®) ~ \ B/ =i ) \ Bfjet mac
Y despejando,
Bl = mac? (Br/c —mac)® + (B} /c® — m3c?) cos? Oy 1)

E1/c —mac)? — (E?/c? — mic?) cos? b,

Pero para obtener Ef en funcién de 6, tenemos un asunto mas complicado. Tendremos que resolver una
ecuacién de segundo grado. Aqui daremos sélo el resultado (que era lo que le faltaba a Landau), pues es
un procedimiento que no aporta nada conceptualmente. El comienzo seria el siguiente

— (E1/0+ mgc) + Ei (Eé/c2 — mg)
\/(E2/02 — mic?) (E/2/62 m202>

cos by = (17)
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y de aqui obtenemos,

E| = ( (m1c® + Eymg) (E1/c® +m2) + cos 01\/W~

. \/E%m%/c2 +my [ml (02 + (Ey/c+ mgc)2 — m? cos? 01/c2> + 2m2E1] )/

/ ((E1/02 + m2)2 — (B} /c* + m3c?) cos® 91/02>

Si hacemos m; = 0, volvemos a obtener (10).
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